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Category B Team Solutions, GJS Pferov

B-T-1

Problem

Determine all 4-digit palindromic numbers n (i.e. a number that reads the same from
front to back and from back to front), such that 17 nis a perfect square.

Solution
Ctymistny palindrom zapi$eme: xyyx

n = xyyx = 1000x + 100y + 10y + x = 1001x + 110y

17n = k?

17 - (1001x + 110y) = k?

17-11-(91x + 10y) = k?

91x + 10y musi byt ¢islo ve tvaru 17 - 11 - a? = 187 - a?

91x + 10y = 187 - a?

JelikoZ maximalni hodnota xiy je 9 (Cislice), maximalni hodnota levé strany je 909.
Jediné nasobky 187, pro které plati, Ze 187k < 909 ,jsou 187, 374, 561 a 748.

JelikoZ prava strana je ve tvaru 187 - a?,kde a € N, jediné dvé mozné hodnoty jsou
18712 = 187 a 187 - 22 = 748.

10](187 - a?) — 91x

Proto jediné moZné feSenije 8 - 91 4+ 10 - 2 = 748. Takovy palindrom je tedy ve tvaru
8228 a je to jediné reSeni této dlohy.



B-T-2
Problem

A right-angled triangle ABC in the plane is given. Its legs BC and AC are hypotenuses of
two right-angled isosceles triangles BCP and ACQ erected outside ABC. Let D be the
vertex of the right-angled isosceles triangle ABD with hypotenuse AB erected inside

ABC. Prove that the point Dbelongs to the line PQ.

Solution

Body 4,D,C, B lezi na Thaletové kruznici (X; [XAl).

AAQC,ABCP,AABD jsou rovnoramenné, proto |XQCA| = 45°,
|«PBC| = 45°, |%PCB| = 45°, |%DBA| = 45°.

Vrchol Clezi na DP, protoze |XQCP| = 90° + 45° + 45° = 180°

|%CAB| = |«BDC| = a (BC vidime z bodid D i A pod stejnym tthlem)
|<DAC| = 180° —90° — 45° — @ = 45° — «

|«QAD| =45°— (45°—a) =«

|<QDA| = 180°—-90° —a =90° — a

|*QDP| =90° — a + a + 90° = 180°

Velikost ihlu QDPje 180°, tzn., Ze bod D lezi na primce PQ.

oad

|%QAC| = 45°,



B-T-3

Problem

A set A consists exclusively of positive integers not divisible by 7. How many elements
must the set A at least contain in order to be sure that there is an non-empty subset of
A, such that the sum of the squares of the elements of this subset is divisible by 7?

Solution

Pokud ¢isla z mnoZiny Anejsou délitelnd 7, mohou po déleni 7 davat praveé 6 raznych
zbytkil. Kazdy z pripadnych zbytka si rozepiSeme a zjistime, jaké zbytky davaji druhé
mocniny téchto cCisel.

1) n =1 (mod7)
n? =1 (mod 7)
2) n =2(mod?7)
n? = 4 (mod 7)
3) n =3 (mod7)

n? = 2 (mod 7)
4) n =4 (mod?7)
n? = 2 (mod 7)

5 n =5 (mod?7)
n? = 4 (mod 7)
6) n =6 (mod?7)
n? =1 (mod 7)

Vidime, Ze druhé mocniny ¢isel z mnoziny A davaji 3 rizné zbytky po déleni ¢islem 7:
1, 2 nebo 4.

Rozebereme pripady zbytki, které miiZou byt v mnozin€, abychom zjistili, kolik nejméné
¢isel bychom v mnoziné potiebovali.

V mnoZiné jsou zbytky:
a) 1,214 - stacila by 3 ¢isla
1+24+4=0(mod?7)
b) 1 nebo 2 - potrebovali bychom 6 ¢isel, abychom si byli jisti, Ze z mnoZiny
miiZeme vybrat podmnoZinu
c) 1nebo 4 - potiebovali bychom 6 cisel
d) 2 nebo 4 — potiebovali bychom 6 ¢isel
e) jenom 1 — potiebovali bychom 7 Cisel
f) jenom 2 — potiebovali bychom 7 ¢isel
g) jenom 4 — potrebovali bychom 7 Cisel
(posledni ¢islo v radé je vZdy to, které pokud pridame, tak jsme z mnoZiny Cisel s témito
zbytky schopni vybrat podmnoZinu cisel, jejichZ soucet druhych mocnin je délitelny
sedmi)

Abychom si byli jisti, musi mnoZina A byt aspoil sedmiprvkova.



