Kategoria A
Zadanie 3

Tres¢:

Niech a, b, ¢ bedg dtugosciami bokow tréjkata ABC, a h,, hy, he dtugosciami jego
wysokosci poprowadzonych odpowiednio z wierzchotkow A, B, C. Ponadto, niech d bedzie
Srednicg okregu opisanego na tym trojkacie. Udowodnij, ze zachodzi nierdwnosc:

2 2 2
a+b+c
>

hy+ h+h,
Kiedy zachodzi rownosc¢?
Rozwigzanie:
2 2 2
a+b+c
————d=>=0
h,+ h,+h,
Ze wzorow na pole trojkata otrzymujemy:
pogbe oo _abe _ ,_abe
4R 2P 2P
P=tan on=2L
2 a
P:% bh, o hb:%P
P=ten on=2L
2 c

Podstawiajgc do lewej strony nierdwnosci otrzymujemy:

_ a’+ b+ ¢’ _abc _ abc (a’+ b+ &) _abc _ abc(a’+ b+ ¢’ —ab—bc—ac) _
2P, 2P 2P 2P 2P (ab+ bc+ ac) 2P 2P(ab+ bc+ ac)
a b ¢

1 2 2 2
_ Eabc[(a—b) +(b=c)+(c-a) ]: abc[(a—b)2+ (b—c)2+ (c—a)z]

2P(ab+ bc+ ac) 4P (ab+ bc+ ac)

Poniewaz a,b,c to dtugosci bokdw trojkata, P to pole tego trojkata, wiec:
abc>0

a,b,c,P>0= 4P> 0
(ab+ be+ac)> 0

Poniewaz kwadrat liczby rzeczywistej jest zawsze nieujemny, to

(a=b)+(b—c)V+(c—a)=0
Zatem:



abc>0
4P> 0
(ab+ be+ ac)> 0
(a—b)2+(b—c)2+ (c—a)2

_abc[(a=b)+(b—c)+ (c—a)’] a’+ b+ ¢’

=L= 4P (ab+ bc+ ac) Zozh; h,+ hc—dZO

Réwnos¢ zachodzi gdy:
(a=b)+(b—c)V+(c—a)=0=a=b=c

wiec gdy tréjkat jest rownoboczny.

cnd.



